CALCULO
DE PRIMITIVAS
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Concepto de primitiva

m  NUMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

La)1=x b) [2 - 2x O [V2 = V2x
3.0 [72= I b [5- c)Iva=V52x2
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m  POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO

a2 =l = L 2_x' _ - 5 _-5
6.a)J’( Da? = = — b)J’x i c)Ix2 -
1 _fe3_x2 _ -1 2 _H,fLlL_ 2 _-1
7. a) I x3 ,r ¥ -2 2x? b) I x3 o SR T
1 _ 5 (x=372 _ -1
8. = fx- = =
@ (x—3)? Jo= = 2= 37

5  _ 1 __ -5
b = =
ot loms

m  LAS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS

3 12_ .32 g3 3 /e _(3.12_ . 32_J3
9.a)I2x X Vx b)J-Z\/x sz X Vx
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10. a)J.\/x = 3.[2 xg/z—% x3 b)J.7\/x 7I\/X = 14 LRV

11.3) [V3x = [¥5 3 = V5 [ - %vﬁ _ 2937

Vox _ V2 = _ 2 V2 2 3 _
b)f__ el AL - i Tk 15

12. a)J% xV2 = x12 =

13. a) 3[—— =3Vx b) =2 f—— = 2V5x
aJ-Z\/x J’Z\/x : J-\/Sx 5) 2Vs5x 5 .

JR— 5/ _
14. 2) I Va3 = J’xm _ X2 %VX,

753 = 7 [Vad = 2 70
5/2 b)J-\/7x \/7J-\/x = V7x

= ;RECUERDAS QUE D (In x) = 1/x?

15. a)J-% =In |x|

16. a)J-xL*-s =l7’l |,X'+ 5|

®  ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

17.a) J-cos X =senx

18. a) J.cos (x + g) = sen (x + g)

19. a) I(—sen X) = COS X

20. a) Isen (x—1) =—-cos(x—T1D

)J-Sx == —=§ln|5x|

)sz+6 __sz+6 5 I f2x+ 0]

b)J-Z cos x = 2 sen x

1 N 1
b) J.cos 2x = EJ-Z Ccos 2x = > sen 2x
b) Isen X =—COS X

b) Isen 2x = %J.Z sen 2x = _—21 cos 2x

21. a)I(1+tg2 2x) = %J'za + 167 2x) = % tg 2x

b)J'tg2 2x =I(1 +1g%22x—1) =I(1 + 1g? 2x)—Il = % 1g 2x — X
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B ALGUNAS EXPONENCIALES

22. a)J-ex =eX

b)J'ex+1 —ext1

2x _ L (o0 1 2 2x+1 - Lo o0+1 - 1 o2x+1
23.a) J-e 2_[-26 5 e b) J-e ZIZe 5 e
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1. Calcula las siguientes integrales:
4 1 ™
a)I7x b) I = o) I Va
3 — 3 _3 73
d) J'VSxZ e)I\/"z_’% f)f V5
a)J‘7X4 = —j +]€ T +/€
Lo_fy2o X -1
b)‘[; J'x otk +k
— 3/2 23
Va = 1/2 = X777 _
C)I * Ix 32 3 Tk
5 — — — 3545
d)f\/ixz =I3/5 X3 =5 5 ke 5 ‘/SSX +k
e)IV; + V540 _ J-xl/5 . V5372 _ lj'x_zﬂ + ﬁJ’xl/z _
3x 3x 3x 3 3
=lxl/3 ﬁxyz +/e=%/;+2\/¥+/e
3 1/3 3 32 9
) I_\/SXS R S N R E R L LN R L
V3. x1/3 V3 13/6 13V3
2. Calcula:
a)-[x4—5x2+3x—4 b) x4 -5x2+3x—4
X x+1
4 _ 2 _ 3
C)I & > 2+ 3x-d d)J. xx 2
x _
4 2 4
a)J'x—Sx +5X—4=I( 5x+3_i)=x__5i+3x_4ln|x|+]e
X X 4
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b)J‘x4_5x2+3x—4 =J'(x3—x2—4x+7— 11 )=

x+1 x+1

== -2 2+ Tx—11n|x+1| +k

) ) )
g

=7i—5x+31n|x| P Ak
3 X

3 3
d)J‘ X =J’(x2+2x+4+ 8 )=x_+x2+4x+81n|x—2|+/e
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2
3. a)I(Sx—Stgx)=3J-x—5 tgx=%—5(—ln |cos x| + k=
=%+51n|cosx| +k
= X = o i
b)I(SCOSx+3x) SIcosx+IS 55¢nx+ln3+/e
C)I(S 1gx-5 cosx)=5J-tgx—5Icosx=3(— In|cosx|)—5senx+ k=

=-3In|cosx| — 5 senx + k

S.X‘
d [(aox- k
)I( 9= ln 10 s "

4, a)J-ﬁ =3 arclgx + k
2x
b)‘l’mﬂn |2+ 1] + k&

- -2
)J’x_'_i—J’( 2+1)=x—2arctgx+/e
x? x

(x + 1) M+ 2x+ 1 ( 2x )=
d)I 21 pER J’l+x2+1 x+n|x?+ 1] + kR
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1. Calcula:
a) J-cos4 x sen x dx b) J’Zse" * cos x dx
5
a) Icos4 x sen x dx = —Icos4 x(=sen x) dx = — % +k
Sen x — 1 Ssern x — 256’” X
b) |2 cosxdx=——1|2 cosx-In 2 dx= +k
n 2 In 2
2. Calcula:
a) Icotg xdx b)I dx
xd+1

a)J-cotgxdx=Icosx dx=1In |senx| +k
sen x

S5 (2 g2 2
b)Ix +1 e 2.[-1+(xz)2 - 2arctg(x)+/e
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3. Calcula: J’S_;_ dx

x2 —Vx

Hacemos el cambio x = 9, dx = 61 dt:

1 6t5
— —6361
J-sz—\/x Vil2_ 6 ras It4—t3
—6J'(t+1+
(\/x

dx

4. Calcula: J’L
1— a2

Hacemos el cambio V1 —-x% =t - 1-x%=12

-1

V1 -2

dx = dar
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|
)dl‘—6j.(—+t—ln |t—1|)+/e—

+Vx —in |§)/;—1|)+Ie=3i/;+6g/;—6ln |f/;_1| +k

—

r—1

x=v1l-1¢2

2 2
ot dz=6‘[t— dt =
r—1

4



— ~ I
d =I\/l [ t d[=I_1dt=_t+le=—\/l—x2+/€

V1 - x? 12 V1 -2
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1. Calcula: Ix sen x dx

Llamamos I = |x sen x dx.

u=x du=dx 0
U I=-xcosx+ |cosxdx=-xcosx+senx+k
dv = sen x dx, v =—cos X[]

2. Calcula: Ix arc tg x dx

Llamamos /= Ix arc tg x dx.

u=arctgx, du= L
1+ 2

2
dv=xdx, v="—
2

2

I—x—arctgx——-]’( x )dx—x—arctgx——J-(l— )dx—
2 +x 2 1+ x2

—x—zarct x——[x—arct x]+/e=x—2arct x—ix+larct x+k=
2 §X=5 g 2 R

2
-l arctgx—lx+/e
2 2
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2
1. Calcula: J‘M dx
x—4

2 2
3x—5x + 1 dx = 3x+7 + 29 dx=3i+7x+29ln|x—4|+/€
xXx—4 Xx—4 2

2
2. Calcula: IM dx

2x+1
2
3 =5x+1 o (3,13, 17/4 ) ..
2x + 1 2 4 2x + 1
2 2
3 1B, 17y, |2x + 1| vp=3x 15, 174, |2+ 1| +k
2 2 4 8 4 4 8
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3. Calcula:
5x—3 xZ_2x+ 6
a) dx b) I
J-x -x (x-1)
a) Descomponemos la fraccion:
Sx—-3 _ S5Sx—3 A4, B , C
Box xx-Dx+D x x-1 x+1

5x-3 _ Alx—= D+ D+ Bx(x+ 1 + Cx(x—1)
x3—x x(x— D+ D

5x—3=Ax—-Dx+ 1) +Bx(x+ 1)+ Cx(x—1)

Hallamos A4, B y C dando a x los valores 0, 1 y —1:
x=0 0 3=-4 0 4=30

x=1 o 2=2B 0O B=1

=-1 0 -8=2C¢ O C=-4p

I |

Asi, tenemos que:

5X=3 gy - (i+ 1 __4 dx=3In|x|+n|x-1| -4n|x+1| +k
_xS_x X x—1 x+1

b) Descomponemos la fraccion:

-2x+6 __ A , B . _C _ Ax-1D*+Bx-D+C

x-13  x-1 (x-1?% (x-1)3 (x— 13

X2 -2x+6=Ax-1D*+Bx-1D+C

Dando a x los valores 1, 0y 2, queda:

x=1 0O 5=C EA=1
x=0 0 6=4-B+C[O B=0
x=2 0 6=A+B+CE c=5
Por tanto:
2 _
de:]( 1,5 )dx=m|x_1|_;+,e
(x—1)3 x-1  (x-13 2(x — 1)?
4. Calcula:
x3+22x2-12x+8 x3—4x2%+ 4x
a dx b dx
)J. x%—4x2 )Ix4—2x3—4x2 + 8x
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a) x* — 4x% = x2(x% — 4) = x2(x - 2)(x + 2)
Descomponemos la fraccion:

X3+ 22x2 - 12x+ 8
x2(x—2)(x+2)

B, _C D
X2 X =2 X+ 2

-4y
X

X3+ 22x2-12x + 8
x2(x—2)(x+2)

_ Ax(x—2)(x + 2) + Blx = 2)(x + 2) + Cx*(x + 2) + Dx*(x = 2)
x2(x—2)(x+ 2)

X3+ 22x% —12x + 8 =Ax(x —2)(x + 2) + Blx — 2)(x + 2) + Cx%(x + 2) + Dx?(x — 2)

Hallamos A, B, C y D dando a x los valores 0, 2, -2y 1:

x=0 0O = —4B 0 B=-=2
x=2 0O 80=16C b c=5
x=-2 0 112=-16D O D=-7
x=1 0 19=-34-3B+3C-D [0 -34=-9 0O A4=3
Por tanto:
3 2 _
Ix +22:c 12x+8dx=‘[(i_l+ 5 7 V=
xt — 42 X x2 x-=2 x+2

=3 In|x]| +%+Sln|x—2| —7n|x+2] +k

b) La fracciéon se puede simplificar:

X3 —4x? +dx x(x—2)? _ 1

xP— 203 —4x2 + 8x  x(x—22(x+2) S ox+2

3 _ 2
I X7 A A dx=I ! dx=In|x+2| +k
X% — 2003 — 4x% + 8x x+2
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a)‘l’(4anc2 —5x + 7)dx b)I ;/ig C)I 2x1+ 5 dx d)I(x— sen x)dx

3 2

P T LR &
IVx I 4/5 4
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C)IZ ln|2x+7|+/e
22
d)I(x—senx)dx= 5 +coxx+k

2 Resuelve estas integrales:

a) I(xz +4x) (x2-1dx b)J-(x —-13dx

C)J‘\/gdx d)J'(senx + eX)dx
5 3
a)I(x2+4x) (xz—l)dx=-]’(x4+4x5—x2—4x) dx = x?’ +x4—x?—2x2+/e

4
b)j(x—l)ﬁdw%we

3/2 2,3
x3 ‘b= 2V3x

32 3tk

19} J’\/3x dx = J'\/S xV2 de =3 X
d)I(senx +eY)dx=—-cosx+e¥+k

3 Calcula las integrales siguientes:

S
3
a)I dx b)Isen(x—4)dx C)J- 7 dx d)J’(ex +3e ) dx
cos? x
3 4/3 3
. dx 173 g X =3 +k
"‘)I 72 I’“ \/2 ) 4
b)Isen(x —4dx=—-cos (x—4) + £k
7 _
C)I dx=71gx+k
cos? x
d)J’(e’“ +3eM)dx=e"-3e¥+k
4  Halla estas integrales:
S

) I 2 ax b) I — ) J’ x ;;/; dx d) J‘ - +3x2 dx

a)‘rzdx= 2n|x| +k
x
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b)I dxc =njx-1| +k
x—-1

C)IX+;/X dx=J’(l +x‘3/2) dx = In|x| ~ 2 4k
x X v

X

d)J 5 dx=3arctgx+k
1+ x2

5 Resuelve las siguientes integrales:

dx dx
—4)%d d [ —=
2 o ).r(x 42 ©) [Cr— s i s

a)I dx =In|lx-4| +k
xX—4

.
- iy
2 ol ey
c)J’(x_ 42 = @ iy
I(x e ik Ly S WY
(x— -2 2(x — 4)?

6 Halla las siguientes integrales del tipo exponencial:

a)J'e"‘/l dx b)J’e‘2er 9 dx C)Ies" dx d)J'(3x— x3dx
a)Iex‘4dx= e+ p

b)J' e+ oo = = J’ 202X+ 9 gy = 21 22X+ 9 4 b

C)J’esx dx = %J’Sesx dx = %95" +k

X _ A3 — 3x _.X‘_4
d)I(S X°) dx PER +k

7 Resuelve las siguientes integrales del tipo arco tangente:

4 + x? 3+ x2 4x2+1 1+9x2

a)I dox =I 1/4 afx=l N VP dx=lm’ctg(ﬁ)+/€
4 + 2 1+ (x/2)2 2) 1+ /2)7? 2 2
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4 dx 4/3 4V3 1/V3 4V3 ( x )
b) - — dx = = vy R
|5+ J.1+(x/\/3)2 ,[1+(x/\/3)2 ST oY

I Sdx _ _5f_2dx =2arctg(2x)+k
4x2+ 1 2) @o*+1 2

dflzdx _ 2 ﬂ=£arctg(5x)+/€

+ 9x2 3J1+@x)? 3

8 Expresa las siguientes integrales de la forma:

dividendo _ . resto
———— = cociente + ———
divisor divisor
y resuélvelas:
- 3_ 2 -
a) x2 5x+4dx b) x+2x+4dx o x+x L
x+1 x+1

2 2
a)dex=J'(x_6+ 10 )dx=x__6x+1oln|x+1|+k
x+ 1 x+1 2

: 2
b) R Sl S N o] (VRN dx =2+ x+3mn|x+1| +k
x+ 1 x+1 2

3 2
C)Ix - 5x +x—1 dx = J'(xz—x—l— 5 )dx=

2
=——7—x—51n|x—2| +k

9 Halla estas integrales sabiendo que son del tipo arco seno:
X
a)Id—L b) J’d—i c)J’e—dx @ J’d—xi
V1 - 4x2 V4 — x2 V1—e2x xV1—=(In x)?

1 2 dx
[ = =2
Ix/l-4x2 2) V1 -2

= % arc sen (2x) + k

b)I dx __ Vadx arc sen (ﬁ) +k
v 2 V1= (x/2)2 2

eX eX
) ———dx= ———— dx=arcsen(e¥) +k
I\/l—ezx I\/l—(e’@z

_ 1/x dx = arcsen (In|x|) +k

d)
Ixx/l—(ln x)? V1 - (n x)?
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10 Resuelve las integrales siguientes, sabiendo que son de la forma
If "(x) - f'(x):

a) Icosxsen3xdx b)J'Zx e* dx <) J' x dx d)J'llnsxdx
(x2+3)5 x

<oyl
a)J’cosxsenSxdx= % +k

L))IZX X dx =X+ k

x dx 1 (x2+3) -1
—_xax 2 +3) d T o h=— 2 4k
C)I 2+ 35 I O 37 e = 2 4 8(x% + 3)4

4
d)J'%ln3xdx= leilﬁL +k

PARA RESOLVER

11  Resuelve las siguientes integrales:

‘e¥’d b 24 a [Xdx
a)J'.x e x )Ixsenx x C)I\/9 = ) UxZes

a)Ix X’ dx——ISx ex’dx— 5 X+ k

b)Ix sen x? dx = %J'Zx sen x?% dx = % cos x% + k

C)I dx = L/3 dx = arc sen ( ) +k
Vo - V1 - (x/3)? 3

dox ———
d -2 Vx2+5 +k
IVx2+5
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12 Resuelve las siguientes integrales:

a)J'senxcosxdx b)IM C)J'\/(x+3)5 dx d)I_s—xdx
cos’ x 2 — 6x2
sen® x A
2

Unidad 12. Céleulo de primitivas é
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—4

b)J’—S‘m X dx_ _ —I(—sen X) - cosO xdx="9 X 4 p= 1 +k
cos> x —4 4 cos* x

C)J'\/mdx =I(x+ 3)5/2 gy = X ;/32)7/2 k= 2\/(x7+ 37, .

d)I _Sx dx=l —12x dx=lln|2—6x2|+k
2 - 6x2 4) 2 - 6x? 4

13 Resuelve las siguientes integrales:

a) J' Va2 —2x (x—1Ddx b)I a:/'i senzx
x
C)J’L;’x)zdx d)J'\/(1+cos x)3 sen x dx

a)J’\/xz —2x (x—1) dx = %J'\/xz —2x (2x—2) dx = %J’(xz —20V2 (2x-2) dx =

1 P23 Vix? = 2003 ‘b
2 3/2 3
b)I arcsenx  ,._ arcsen*x
V1-a?
)I—(l”’”) dx I(1+znx)2 1= Qxinlx’
X 3

(1 + cos x)*?

b=
5/2 "

d)J'\/(l + cos x)3 sen x dx = —J'(l + cos )32 (—sen x) dx = —

_ =2va w;cosx)s k

14  Aplica la integracion por partes para resolver las siguientes integrales:

a)Ix In x dx b)Iexcosxdx c)J'x2 sen x dx d)J’x2 e2~ dx

e)J'cos (In x)dx f)J'.x:2 In x dx g)J'arc tg x dx h)J'(x +1)2 eX dx

a)lenxdx
1
u=hnx - du=-—dx
X
2
dv=xdx - U=—9;

2 2 2
xinxde=Inx- (X dv=2 In|x| -2 +k
2 2 2 4

Unidad 12. Céleulo de primitivas 6



b)J’excos x dx

Ou=eX o du=edx

O
dv =cosxdx - v=senx

J'ex cos x dx = e~ sen x —éex sen x dx

I | o [
L
Ou, =e* - du,=e*dx
Edvl =senxdx - v =-cosx

I, = —e¥ cos x +J’ex cos x dx
Por tanto:

J'ex cos x dx = eX sen x + e¥ cos x — Iex cos x dx

2J’ex cos x dx = e* sen x + ¥ cos x

eXsen x+ e* cos x
eX cos x dx = + k
2
9) J’xz sen x dx

Uy =x2 o du=2xdx

O
dv = sen x dx - v =—cosx

J'xzsenxdx=—x2 cosx+I2xcosxdx=—x2 cos x + Z!xcosxdx

Ou, =x - duy=dx

DdU1 =cosxdx - v =senx

I = xsenx—J'senxdx =X Ssen x+ cos x
Por tanto:

J'xz senxdx =-x*cosx+2xsenx+2cosx+k

d)J'x2 e dx
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2 2
Por tanto: a2 e dx = X- 20 X gy b o g (X2 x 1),
2 4 2 2 4

e) Icos (In x)dx

Eu =cos (Inx) - du=-sen(lnx - % dx

dv=dx - v=x

J'cos (In x) dx = x cos (In x) + Isen (In x) dx

OooOoOood

1

aul =sen (Inx) - duy = cos(nx) - % dx

dv, =dx - v =x
I, = x sen (In x) —Icos (In x) dx

Por tanto:

J'cos (In x) dx = x cos (In x) + x sen (In x) —J'cos (In x) dx

ZICOS (In x) dx = x cos (In x) + x sen (In x)

J.COS (In x) dx = x cos (In x) + x sen (In x) ‘b

) Ixz In x dx

u=nx - du=

dv=x*dx - v=
lenxdx=m_ X_dx=m_£+k
3 3 9
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g)J'aWC 19 X dx

1
u=arctgx - du=1+x2 dx
dv=dx - v=x
arc tg x = x arc tg x — 1 a’x=xmfctg;»c—l 2% gy -
1+ x2 2) 1+x2%

=xm’ctgx—%ln A+x2)+k

h)I(x + 1D?%eX dx

Uu=((+1% - du=20+1dx

Odv=eXdx - wv=e*

J'(x +D?e¥dx=(x+ 1)2%e~ - 2£(x + 1) eXdx

OoOOoOooao

1

Ouy =(x+1 - du =dx
Edvl=exdx - v =e
[1=(x+1)e"—J'exdx=(x+1)ex—ex=(x+1—1)ex=xex
Por tanto:
J'(x+1)zexdx=(x+1)ze"—2xex+/e=
=2+ 2x+1-20)eX+hk=(2+DeX+k

+ €os 2x
2

15 Calcula Icos4 x dx utilizando la expresién: cos? x = %

4. [1 _cos2x\*_ 1 | cos?2x _ cos2x
costa=|S+ =] ==

+ + =
2

4 2

=l+ll+cos4x + COs2x _
4 4\2 2 2
1,1 cos 4x L cos2x 3, cos 4x 4+ Cos 2x
4 8 8 2 8 8 2
Por tanto:
cost e = (|2 4 cosdx | cos2x) 3 ., sendx | sen2x .,
8 8 2 8 32 2
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16 Determina el valor de las integrales propuestas en los ejercicios siguientes
utilizando la férmula de integracion por partes:

a)J‘x2 e3* dx b)J'ﬁ dx C)J'?)x cos x dx d)J'x3 sen x dx
ex

a) Ixz e3* dx
u=x* 5 du=2xdx
; 1
dv=eﬁxdx — U=?eax
Ixz 3 dx = 2 3 %Lx e3% dx
I
L
u,=x - du;=dx
1
dv, = e¥dx - v = 3 e3x

Por tanto:

2
_xze3xd_x=x_e3X_2_xeax+ieix+k= x__z_'x+i 93x+k
3 9 27 3 27

b)J’idx = J'x e~ dx

ex

Ou=x - du=dx

de =e¥dx - v=-e%

X ody=—xer+ fe¥di=xeX—eX+p="X_1 yp_=x=1 .,
eX e~ e~ ex

9) J'Sx cos x dx

Ou=3x - du=3dx
de=cosxdx -~ v=senx

J'chosxdx= 3xsenx—3Isenxdx=5xsenx+3cosx+/e

d)‘l’x3 sen x dx

Ou=2a3 o du=3x2%dx

[dv = sen x dx — v=-cosx
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J'x3 sen x dx = —x3 cos x + 5£x2 cos x dx
]
I

Ou, =x? - du =2xdx

0
del =cosxdx - v =senx

I, = x* sen x — 2£x sen x dx
A
I,

Uu,=x - du,=dx
0 2 2
dez =senxdx - v,=-C0SsX

]2=—.X'COSX+ICOS.X’dx=—XCOS.X'+S€1’Z.X‘

Asi: A = x% sen x + 2x cos x — 2 sen x

Por tanto:

J'x3senxdx=—x3 cosx+3x2senx+06xcosx—6senx+k

17 Determina el valor de las integrales que se proponen a continuacion:

a)Ix 2% dx b)Iarc cos x dx C)Ix cos 3x dx d)J'x5 e dx

a) Ix - 27 dx

u=x - du=dx
x 27
dv=2"%dx - v= TNy

X2 dx = - 27, 2 dx = 27 1 27X dx =
n 2 In 2 In 2 In 2

- —x- 2> 27
n?2 (In 2)?
b)Iarc cos x dx
-1
u=arccosx - du=———dx
V1 - x2
dv=dx - v=x
J'arccosxdx=xarccosx—‘l' =X - dx=xarccosx—V1— x* +k
1-x
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<) J'x cos 3x dx

u=x - du=dx
dv = cos 3x dx - v=%sen5x

J-xcosﬁxdx= %Senﬁx—%‘rsenﬁxdx= %sen5x+ % cos 3x + k

d[xd e dx=[x3 x%e™ dx
— OOO0O0d
u dv

u=x3 - du=3x*dx

I
m\
=

3
Hdv=x2e*" dx - v

< 3 —x3 3 3 —x3 3 3
J-x’ e™ dx = —;C e +J’x2 e dx=—;€ e™ —%e‘x +hk=

= —(—x3 iy e 4k
3

18 En el ejercicio resuelto 7 a), se ha calculado la integral Isenz x dx aplican-

do la igualdad:

1 cos2x
2 2

sen? x =

Vamos a obtenerla, ahora, mediante la integracion por partes, haciendo:

Uu = sen x -~ du= cos x dx
Odv =sen x dx - v=-cos x

J'sen2 x dx = —sen x cos x +J’cos2 x dx

Si con esta nueva integral procedemos como con la anterior, llegariamos a
una identidad iniitil (“se nos va todo”). Compruébalo.

2

in embargo, si hacemos cos“ x =1 - sen“ x, se resuelve con facilidad. Ter-
Sin embargo, si h 1 2 x, 1 facilidad. Ter:

mina la integral.

e Si apliciramos el método de integracion por partes a la integral [ cos? x dx, ten-
drfamos que:

Ou=cosx - du=—senx dx

a
de =cosxdx - v=senx
Por tanto, quedaria: [ sen? x dx = —sen x cos x + sen x cos x + [ sen? x dx
b

En efecto, es una identidad inttil (“se nos va todo”).
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2

e Sin embargo, si hacemos cos? x = 1 — sen? x, tenemos que:

J’sen2 X dx = —sen x cos x +I(1 —sen? x) dx =

= —Sen X cos x +J'dx—J'sen2 X dx = —sen x cos x + x —J'senz X dx
Por tanto:

2‘[581’12 X dx = —sen x cos x + x

J'senzxdx= —senxc205x+x +h= %x—%\sen2x+/e

19 Determina el valor de las integrales racionales propuestas en los siguientes

ejercicios:
a) I X*+2 gx b) I; dx
xZ+1 (x2-1)2
o 2x2+7x—1 _2xt+Tx—-1 . d) 2x2% + 5x 1 d
ad+aZox—1 a3+ a2

VY (I S R 2 dx=lln(x2+1)+2arctgx+k
x?+1 2) x*+1 x*+1 2

b) I L gx= 1 dx
(x? - 1? (x— D% (x + 1?

Descomponemos en fracciones simples:

1 A ,_ B ,_C . D
-2 @+D? @-D  (x-1D2 @+D  (x+1)?

1 _ Alx—D(x+ D? + Blx+ D* + Clx + D(x—D?* + D(x - 1)?
(x = D? (x + D? (r — D? (x + D?

1=Ax—-Dx+1D?+Blx+1D?+ Clx+ 1D(x—1)2%+ D(x—1)>

Calculamos A4, B, C y D, dando a x los valores 1, -1, 0y 2:

x=1 - 1=4B - B=1/4 =-1/4
x=-1-> 1=4D - C=1/4 B=1/4
x=0 - 1=-A+B+C+D - 1/2=-A+C Cc=1/4

Xx=2 - 1=94A+9B+3C+D - -3/2=94+3C - -1/2=34+CH D=1/4

J‘—(xzil)zd _I(x—n _[(x—l)z x+f<xli41> dx+1ﬁdx=

1 1 1
4.+ +1 1
7 D Tamlxr

| 1 1

4 (x+1D
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=—11n|x—1|+ —In|x+ 1] + LI A
+1
R ]
X+1 x2-1
2
L)Jv 2x% + 7x—1 dp= (22X +7x—1
X+t -x-1 (x— D+ 12
Descomponemos en fracciones simples:
22 +7x-1 __A . B . _C
x-D@+D* x-1 x+1  x+12
2x* +7x -1 _ Alx+ D*+ Blx-Dx+ D+ Clx-1)
(x— D+ D? (¢ = D+ D?
2x2+ 7x—1=A(x+ D? + Bx— D(x+ 1D+ Clx—1)
Hallamos A, B y C:
x=1 N 8 =44 - A=20
4
x=-1 - -6=-=2C - C=30
x=0 - -1=4A-B-C - B=O%
Por tanto:
_2xtrTx-1 x + 3 dx=2mn|x-1| - 5
x3+x2—x—1 (x + 1)? x+1

X3+ x?% - 2x x(x—Dx+2)

d)Jva2+5x—1 dx:I 222+ 50 -1

Descomponemos en fracciones simples:

2x*+5x-1 _ A, _B c
x(x—D(x+2) X x—1 X+ 2

2x2 +5x -1 _ Alx— D@+ 2) + Bx(x+2)+ Cx(x—1)
x(x— D+ 2) x(x—Dx+ 2)

2x% +5x—1=A(x— D(x+2) + Be(x+2) + Cx(x—1)

Hallamos A, B y C:
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Por tanto:

sz tSx-1 J-1/2d+J.ledx+ ;/2261%=

X3+ x% - 2x

=%ln|x|+2[n|x—1| —%ln|x+2| +/e=ln(

20 Resuelve las siguientes integrales:

2x—4 x
(x—1D2(x+3)

1
R — 4
) e Dar™

2x — 4
I(X—l)Z (x+3)

Vx + 2

2x+3
Rl e yerrs ks

d)fydx
x%-4

Descomponemos en fracciones simples:

2x — 4 __ 4

B + c

(x-1D?x+3 x-1

(x-—1D* x+3

2x — 4 _ AGc—D(x+3) + Blx+ 3) + Clx—1)*

(x—D?*(x+3)

(x=1?(x+3)

26 —4=Alx—D(x+3) + Blx+3) + Clx—1)2

Hallamos A, B y C:

x=1 -~ —2=4B
-3 . -10=16C

x=0 - —-4=-34+3B+C

Por tanto:

I 20-4 (58 4
(x=1?(x+3) x—1

ln|x+3|+/e D 3D+

2x+3
b)I(x 2)(x+5) w

- B=-1/20

d
- ——5/8|:|
- =5/8 |]

—1/2 dx+‘[ —5/8 dx =
(x—1)? X+ 3

(x— D2Vx ) h

Descomponemos en fracciones simples:

x+3 A

_ Alx+5) +Blx-2)

x-2(x+5 x-2 x+5

2x+3=A(x+5) + Blx—-2)
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Hallamos A y B:

x=2 - 7=74 - A=1E
xX=-5 - -7 =-7B > B=1|:|
Por tanto:
2x+3 1 1
B — = ——dx+ dx =
ooy D s
=n|lx-2| +In|x+5| +k=h|x-2Dx+35]| +k
C)Iédx
(r—1 (x + 3)*
Descomponemos en fracciones simples:
1 __ A B, C
-D+3?* x-1 x+3  (x+3)>

1

_ Alx+3)? + Blx-D(x+3)+ Clx-1)

(x =1 (x + 3)*

(x =1 (x+ 3)?

1=Alx+ 3?2+ Bx-Dx+3)+Clx-1)

Hallamos A, B y C:

x=1 -~ 1=164 - A=1/16%
x=—3 — =—4C — =—1/4 O
x=0 - 1=94-3B-C - B=-1/160
Por tanto:
J‘ 1 dx:J‘ 1/16 dx+J-—1/16 dx+J‘ —1/4 dx =
(x—1 (x + 3)? x—1 x+3 (x + 3)?
- L _1] - L 1. 1
—16ln|x 1] 161n|x+5|+4 (x+3)+
-1 x—1 1
_16lan+3 +4(x+3)+k
3x—2 3x—2
d)I x2 - (x—=2) (x+2)

Descomponemos en fracciones simples:

3x -2 ;| B _ Alx+2) +Bx-2)
(x—=2)(x+2) x—2 X+ 2 (x—=2)(x+2)
3x—-2=A(x+ 2)+ B(x—-2)
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Hallamos A y B:

XxX=2 - 4=44 - A=1
=-2 e —8=—4B - B=2

Por tanto:

Pt fi e ity

=|x-2|+2m|x+2| +k=h[|x-2|x+2?*] +k
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21 cCalcula:
a)J- dx b)J-x+2x de
x2-—x-2 X3+ x2-2x
2
c)I 5x dx d)J' 2x—3 dx
x3-3x%2+3x—1 x3-2x2-9x+ 18

dx _ dx
2l Penvmrl Kermyessy

Descomponemos en fracciones simples:

1 .4 , B _ Ax—2)+ Blx+ 1)

x+Dx-2 x+1 x =2 x+1Dx=-2)

1=Ax-2)+Bx+1

Hallamos A y B:

x=-1 - 1=-34 - ——1/3D
X =2 - 1=3B - =1/3
Por tanto:

Id—x dx=J'—1/3 dx+J' V3 =
.XZ—.X'—Z x+1 x—2

=iln|x+1| +lln|x—2| k=L X204k
3 3 3 x+1

2
b) X206 dx = (x—1+—3x =6 )dx
W a? - 2x x(x—Dx+ 2)
Descomponemos en fracciones simples:

3x% -6 A, _B 9
x(e—= D+ 2) X x—1 X+ 2
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3x2 -6 _Ax-D(x+2) + Bx(x+2) + Cx(x—1)

x(x— D+ 2) x(x—D(x+ 2)

3x2—6=A(x— D+ 2) + Bx(x+2) + Cx(x—1)

Hallamos A, B y C:

¥=0 - 6-=-24 - A=310
x=1 — -3 =3B — B=-1
x=-2 - 6=6C — C=1E

Por tanto:

J-de=_|’(x_l+i_ 1o, 1 )dx=

3+ a2 - 2x x x-1 x+2

o

%—x+31n|x| —In|lx-1] +In|x+2| +k=

S Sx2
C) dx = | ———— dx
Ix3—3x2+3x—1 _[(x—l)3

Descomponemos en fracciones simples:

Sx* A . B . C  _Ax-1?+Bx-D+C

x-1% x-1 (x-1D* (x-1)» (x—1)
5x2=Alx-1D?*+Blx-D+C

Hallamos A, B y C:

x=1 - 5=C EA=5
x=2 - 20=A+B+C[Q B=10
x=0 - O=A—B+CEC=5
Por tanto:
2
_[ 5x dx=J’( 5 .10 . 5 Y-
x3—3x2+3x -1 x=1  (x-1D> (x-1)3
=5h|x-1| - 10 _ > +k
x—=1  2(x-1)7?
d)I 2.%'—5 dX: 2x—3
x%—2x% - 9x + 18 (=2 (x-3)(x+3)
Descomponemos en fracciones simples:
2x =3 .4 , B ., _C

x—2D(x-3)(x+3) x-2 x-3 x+3
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2x—3 _Ax-=3)(x+3) + Bx—2)(x+3) + Cx -2 (x—3)

(x=2)(x=3)(x+3) (x=2)(x-3)(x+3)
2x =3 =Ax—-3)(x+3) + Blx—2)(x+3)+ Clx—2)(x—3)

Hallamos A, B y C:

x =2 — =54 — =—1/5 O

0
.x=5 — 3=6B — B=1/2 D
X=-3 - 9=30C - C=-3/100

Por tanto:

,[ 2x-3 dx=J’( -1/5 . _1/2 , =3/10

—2x?-9x+ 18 xX-2 x-3 x+3

3

=_—511n|x—2| +%ln|x—3| —1—Oln|x+3| +k

22 Resuelve las integrales:

lnx —sen x 1
)J- b)J..a\c+cosx C)J-xlnxdx
| Lte” S I—se” A/x) gx D [2X=3 ax

e +x x x+
2) arctgx h) sen x

_[ Icos x

2
J'Z”xd =J’% znxdx=l”_2|£L+/e

b)J’l_Sﬂdx= In|x+ cosx| +k
X + cos x

O e [ el
xInx
d)J’—1+ex dx =In|eX+x| +k
e’ +x
e)J'—Sen(l/X)dx=—J' 1sen( )dx—cos(l)+/€
x?2 x? X ¥

f)J’ 2x = 3 dix J’(z-L)dx=2x—7m|x+z| +
x+2
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)Joarctgxd J- arc 1g x dx = arctg X ik
1+ a2 1+ a2

2

B (<S5 gy = _[(sen x) (cos )t dx= =S 1 Ly

costx -3 3 cos x

23 Calcula las integrales indefinidas:

sen \/; In \/;

a)Ide b)Iln(x—3)dx c)J' —d
Va Va
d)Iln (x2 + Ddx e)I(ln x)2dx f)J'ex cos e*dx
2
h) I A=) 4y
1+x
)J' scn\/x ——ZJ'— (—sen V) dx = =2 cos (Vx) + k

b)Iln (x —3)dx

Eu=ln(x—3) o odu=—  dx
x—-3

dv=dx - v=x

J'ln(x—S)dx=xln|x—3| —J'XD_C3 dx=xIn|x—3| —J'l + xES dx =

=xln|x-3| —x-3m|x-3| +k=x-3)In|x-3| —x+k

C)Iln\/xdx
x
u=mvx - du=i_ L_—idx
Vx 2Vx 2«
U=L_dx -~ dv=2Vx
Vax

J' hi/\/x dx=2Vx nVx— I 2V dx = 2Vx In \/;—J’% dx =

X

=o2VxinVx—2Vx+k=2Vx(nVx—1) +k
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d)J'ln (x% + Ddx

u=mw*+1 - du-= sz dx
x“+ 1
dv=dx - v=x
J-ln(x +Ddx=xInx*+1) - J- dx =
x2+1

=xln(x2+1)—J'(2— 2 )dx=xln(x2+1)—2x+2m’ctgx+le
x?+1

e) J’ (In x)* dx

Eu=(lnx)2 . du=2(lnx)~%dx

dv=dx - v=x

J'(lnx)zdx=x(lnx)2—ZIlnxdx=xln2|x| —2xin|x| +2x+k

f) J’ex cos e¥dx = sene* + k

g)f I(x+1>(x—1)

Descomponemos en fracciones simples:

-1 .4 ., B _ Ax-1D +Bx+D

x+Dx-1 x+1 x-1 x+Dx-1

Hallamos A y B:

x=-1 - -1=-24 - A=1/2 0

O
x=1 — -1 = 2B — =—1/2|:|
Por tanto:
1 o = 1/2 + —1/2 d =
1—x? x+1 x—1
1 1
=Eln|x+l|+31n|x—1|+/e=ln +k

2
h)J’(l—x) e Ix_2x+1dx=I(x_3+ 4
1+x x+1 X+

=x7—3x+4ln|x+1| +k
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24 Resuelve:

a)Il+ex

[l En el numerador, suma y resta e”.
X+
3 dx

b).[ V9 — x?

[ Descomponla en suma de otras dos.

a)I 1 dx=I =J’(l— al
1+e" 1+e*

b) X3 == e+ (D
.r\/9 x2 VO — &2 .I\/9—X2

dx

1+e¥—e¥
1+e*

dx =

)=x—ln(1 +e)+k

= V9 — x? +Sj% dx = V9 — x?2 +3arcsen(3)+/e

x/3)?

25 Resuelve por sustitucion:

a)J'x\/x+1dx b)I /{/f
X—VX
d)‘l’;dx e)I

0 a) Haz x +1=12 b) Haz x =t

x+Vx

a)‘rxw/x +1 dx

Cambio: x+2=1t> o dx=2tdt

J'x\/x+ 1 dx =J'(t2 — D¢ 2tdt =J'(2t4 21%) di =

2V + 1S 2Ve+ 1),
5 3
b)I
X — \/X
Cambio: x=1t% - dx=4t3dt
dx _ _ cA’dt _ cAt*dt _ 4 32 dl
J.x—4\/x It4—t It3—1 5,[15_1
= |V -]k
3
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Y [—2—
CIVx+1 "

Cambio: x+1=1%2 o dx=2tdt

2 _ 3
IL dx=J’u-2tdz=J’(zz2-2)dz=2L-2r+k=
Vx +1 t 3

_ 2V + D3
3

—2Vx+1 +k

d)‘l';dx

Cambio: x+1=1%2 o dx=2dt

1 2t dt 2 dt
1 dx= -
.[ ~ (2= Dt +DGE-D

Descomponemos en fracciones simples:

2 __ 4 +_B _ AG-D + B+ 1)
G+D0a-1) r+1 r—1 +D0U-1

2=A0t-1)+ B+ 1)

Hallamos A y B:

t=-1 - =24 - A=—1S
t=1 — =ZB — B=1 D
Por tanto:
2 dt -1 1
= + dt=-In|t+1| +In|t-1| +k=
+DE-D I(Hl t—l) | | | |

-1
= [l Af]*

I;dx:lnDMD+k

e)I L g
x+Vx
Cambio: x=1> = dx=2tdt

J- 176196= 2t dt =I2dt=21n|t+1|+k=
x +Vx 1>+t t+1

=2mm(x + D +k
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f)J’ X
1+x
Cambio: x=1t> = dx=2tdt
v _ 2
Vx = (Lo2tdt _ 207 dr (2_ 2 )dt=
L+ 1+12 1+12 1+ 12

=2t—-2arctgt+k=2Vx —2arcigVx +k

26 Resuelve, utilizando un cambio de variable, estas integrales:

a)Ivmdx b)Iez+x3ex c)J’de d)J’ 1 ux

e +1 1+Vx

U a) Haz sent=2x/3.

a)I\/9 — 4x2 dx

Cambio: sent= Z?X - 3 sent - dx-= 3 cos t dt

2

=
)

J'\/9—4x2 dx=‘[-\/9—4'%sen2t ~écostdt=J’5 cost~%costdt=

=2 Ccostrar=2 (L o<cos2) = 2(Liv Lo vr-
2 2 2 2 2\2 4

=2t+2sen2t+/e=2m’csen 2 +2~Zsentcost+/e=
4 8 4 3 8

\S)

42
=2arcsen 2x +2-2—x'\/1—i+/e=
4 3 4 3

dx
b)I er _ Sex

Cambio: eX = > x=nt - dx=%dt

_dx e Wt gl a1
J.ezx—Sex Itz—st It5—5t2 IZZ(Z—S)

Descomponemos en fracciones simples:

1 A, B, C _ A4G@-3)+Bt-3)+Ct?
r2@E-3 t 2 13 12(1 - 3)

1=At(t—3) + B(t—3) + Ct?
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Hallamos A, B y C:

t=0 - 1=-3B - B= 1/3%
t=3 — 1=9C — C=1/9|:|
t=1 - 1=-24-2B+C - A= 1/9%

Asi, tenemos que:

J- 1 dt:J.(—l/9 R Vi< R Vi 2 D

12(t—3) t 12 -3
e e s L=z vk
9 9
Por tanto:
dx L eve Ly Lo 3] 4=
eZX 3836 9 9
S N
9 3pX 9

C)J,egx;ex dx

e*+1

Cambio: e*=t - x=Int - dx=%dt
3x _ ,x 3 _ 2 _
udx= ¢ ¢ ~ldl‘= 4 1 dt = (1_ 2 )dt
e +1 rr+1 0t r*+1 12+ 1

=t—2arctgt+hk=e*-2arctg(e® +k

1
d) — .
Il+\/X :

Cambio: x=1> = dx=2tdt

J‘ LI J’Z”” I( 2)dt=2t—2[n|1+t|+/e=
1+ Vx 1+1 1+1

=2Vx -2 +Vx)+k

27 Encuentra la primitiva de f(x) = : +13x que se anula para x = 0.
S
Fo) = [——— ax-1L dx = L ln|1+3x|+/e
+ 3x 3) 1+ 3x

F(0)=k=0

Por tanto: F(x) = % In|1 + 3x]|
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28 Halla la funcion F parala que F'(x) = lz y F() =2.
x

F(x)=J’de=i+/e
x2 X

FH=-1+k=2 0O k=3

Por tanto: F(x) = ;—1 +3

29 De todas las primitivas de la funcion y = 4x — 6, ;cual de ellas toma el valor
4 para x=1?

F(x) =J'(4x—6) dx =2x2—6x+k

F(H)=2-6+k=4 0O k=8

Por tanto: F(x) = 2x% — 6x + 8
30 Halla f(x) sabiendo que f"(x)=6x, f(0)=1vy f(2)=5.

Je) =I6x dx =3x%*+¢
J(x) = 3x* + 1
f(=c=1

f(x)=J'(3x2+ 1D dx=x5+x+/eE

Por tanto: f(x) =x3+x-5
31 Resuelve las siguientes integrales por sustitucion:
ex o
a)Ide b)J-\/ex—ldx
1-Ve~
U a) Haz Ve* =1 b) Haz Ve -1 =t.
X
a)J’e—i dx
1—Ve*
; X — x/2 = X _2
Cambio: VeX =t - eY2=t E—lnt - dx—le

J- er =Jv12.(2/t)dt= 2tdt =I(_2+ 2 )dt=
1 Je* = 1—1 1-1

=2t-2n|1—t] +k==2Ve¥ —2n|1-Ve*|+k
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b)I VeX— 1 dx

Cambio: VeX—1=1 - e*=t2+1 - x=m@*+1) - dx-=

2
Ve — 1 dx= (1 —2 gr= (2" 4= (2— 2 )dt=
12+1 12+1 12+ 1

=2r—-2arcigir+k=2ve*—1 -2arcigVe*-1+k

2
32 cCalcula J’ﬂ dx.

1+ cosx

U Multiplica numerador y denominador por 1 — cos x.

sen’ x _ sen®x(1—cosx) 4. _ rsen’x(1—cosx) . _
1+ cosx I(1+cosx)(1—cosx) I 1= cos? x

2

2 _
=J'S€n x (1 — cos x) dx=J'(1—cosx)dx=x—senx+/e
sen‘ x
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33 Encuentra una primitiva de la funcion:

S

S(x) = x?sen x

cuyo valor para x = Tl sea 4.

F(x) = J'xz sen x dx

Integramos por partes:

Ou=x2 o du=2xdx

dv =senxdx - v=-cosx

F(x) = =x? cos x + Zéx cos x dx
o
I
Ou, =x - duy=dx
O
Qdv, = cosx dx - v, =senx

[1 = XS@HX—IS@WXO[.X=.XS€7ZX+ CcoS X

Por tanto:

F(x) = —x% cos x + 2 x sen x + 2 cos x + kU
Fm=m-2+k=4 0 k=6-T [

F(x) =-x*cosx+2 xsenx+2cosx+6—T¢
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34 Determina la funcion f(x) sabiendo que:

S
Sf'xX)=xmx, f(1)=0 Yy f(e)=%

S0 = J'x In x dx
Integramos por partes:

u=hnx - du=ldx
X
x?
2

dv=xdx - v

o X2 X _x? x2 _ x? 1 U
S0 TInx—J'de Tan_T+/e 7(1’”“2)”@%
a
= L)y pa g _1 .
S 2( 2)+Ie 4+/e 0 0O &k T E
f’(x)=x—zlnx—— + L
2 4
2
f(x)=J-[x7(ln ) de[ Llnx— de+—x
ﬁﬂ o o
u—(lnx—l) . du=ldx
2 X
2 3
dv="-dx - v=

3 3 3

1= x—(lnx—l)— x—dx=x—(lnx—l)—x—

6 2 6 18

Por tanto:
X3 1 x3 1

[l = A (l nx 2) 18+4x+/e E
0
ed e3 e el e e e’
=———+ —thk=—+—+k=— 0 k=-—
/@ 84 T3 T 4 36%

x5 1 x3 1 e’
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35 Calcula la expresion de una funcién f(x) tal que f'(x) = x e y que f(0) =

S
S = Ix e dx = —%J’—Zx e dx = _1 e~ 4 p

[\

O =-L+r=-L 0 p=1
2 2

Por tanto: f(x) = —% e+ 1

36 Encuentra la funcion derivable jf:[-1, 1] - R que cumple f(1)=-1 y
S
Ux2_2x si -1<x<0
S = D -1 si0sx<1

eSi x#0:

X3
700 ?—x2+/e si —-1<x<0
X) =
e¥—x+c¢ si 0<x<1

1
>

e Hallamos %k y ¢ teniendo en cuenta que f(1) =-1 y que f(x) ha de ser con-

tinua en x = 0.

fM=-1 0 e-1+c=-1 0O c=-e

lim fo)=k U
im f(x) 0

x - 0
O k=1-¢
lim _f(x) =1-el
x -0 O
x—ﬁ—x2+1—e si -1<x<0
Por tanto: f(x) = [ 3 -
eX—x—e si 0<x<1

37 De una funcion derivable se sabe que pasa por el punto A(-1,-4) y que su

S derivada es:

DZ x si x<1
/x six>1

S'(x)=

a) Halla la expresion de f(x).

b) Obtén la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = 2.

a)Si x#1:

22
2x ——+k si x<1
S = 2

Inx+c si x>1
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Hallamos k y ¢ teniendo en cuenta que f(-1) =—-4 y que f(x) ha de ser con-
tinuaen x=1.

5 3
1) =_2 =_4 0O =_2
JfE=D > +k 4 k 5
p _3 3 _,0
lim () =2 _ 2 =
Jm > -0
Oc=0
p 0
I (x)=c¢
xl—{nl*f 0
xz 3
26— — — = <1
Por tanto: f(x) = ) 2 X
In x si x21

b f(2) =In2; f(2) =

l\)l»—\

La ecuacion de la recta tangente serd: y=/n 2 + %(x— 2)

38 cCalcula:

a)IDl — x(dx b) J'(3 + Ox0)dx C)J.sz— 10dx d)J'D% - ZDdx

a) IDI — xOdx

. El—x si x<1
b= 0= -1 +x si x21

x—7+/e si x<1
Eﬂ@=fm—xmm=
X .
—x+7+c si x=21

En x =1, la funcién ha de ser continua:

lmf®=%+km

1 O
ool D%+/€=—%+c O c=1+k
_ . 1 0
/ =_— +
S 0= g e
Por tanto:
2
x—%+/e si x<1

J'ljl—xljdx= )

—x+x7+1+/e si x21
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b) J’ (3 + k) dx

03 —x si x<0

= 0
3+ D] B3 +x si x=20

2
3x—x7+/e si x<0

S = J'(S + N dx = 2

X .
3x+7+c si x20

En x =0, f(x) ha de ser continua:

17 (x) = k0
im [f(x a

x - 0
Oc=kFk
lim f(x) = cU
X - 0+ D
Por tanto:

2
Sx—x—+/e si x<0

I(S + () dx = 2

3x+x7+/e si x=20

c)J’sz— 10dx

O2x+1 si x<1/2

~10- O
D=0 i1 s w212

—xZ+x+k si x<%
f(x)=ID2x—1|:|dx= 1
x2—x+c si x2=
2
f(x) ha de ser continua en x = %:
P _ 1 O
Iim fx)=—+k
x - (1/2)° 4 O 1 1
O Z+/€=—2+C O
) 1.0
lim () =—— +¢
x~>(1/2)+f 4 O
Por tanto:
X2 +x+k si x<%
IDZx—ll:ldx= 1 1
x2—x+—+k si x=2=—
2 2
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d)J'D%—ZDdx

X .
——+2 si x<4

05~ 2F Hx

——2 si x=4
2

52
-+ 2x+k si x<4

S = I D% ~ 2[Jdx = x24

—__2x+c¢c s x=24
4

f(x) ha de ser continua en x = 4:

lim [ =4+k 0
X -4 O

O4+k=-4+c [0 c=8+k
lim f(x) = -4+ cU
x - 4" O

Por tanto:

2

—%+2x+/e si x <4

ID% - ldx =1 ,

7—2x+8+/e si x=4

2 2

39 cCalcula J';dx.
sen? x cos? x

2

2

sen? x + cos? x

1 = SCWXT COTX g =
sen? x cos? x sen? x cos® x

- 2
sen* x cos* x
= > 5 dx + > 5 dx =
sen* x cos* x sen* x cos* x

=I 1 dx+J' 1 dx =1gx—colgx+k
cos® x sen? x

CUESTIONES TEORICAS

40 Prueba que, si F(x) es una primitiva de f(x) y C un namero real cual-
S (quiera, la funcion F(x) + C es también una primitiva de f(x).

F(x) primitiva de f(x) < F'(x)=f(x)

(F(x) +C)' = F'(x) = f(x) O F(x) +C es primitiva de f(x).
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41 Representa tres primitivas de la funcion f cuya grafica es 2 S
esta:
[ =20 F=2x+k
Por ejemplo: A2
Fl(x) = 2Xx o) // F3
F,(x)=2x+1 4
/
Fy(x) = 2x -1

cuyas graficas son:

42 Representa tres primitivas de la funcion f:
fo=2x 0 Flx)=x>+k

Por ejemplo:

F(x) = x?

e =i+ 1 \ i /

o1 W\ ’ /i

; \ : 1]
cuyas graficas son: \ 4 /
N/
N\ /,
N7/
—4 -3 - -1 4
I
43 Sabes que una primitiva de la funcion f(x) = % es F(x)=In[x[ ¢Por qué

se toma el valor absoluto de x?

S = L esta definida para todo x # 0; y es la derivada de la funcion:
x

Eln x st x>0
Feo = On (=x) si x<0

es decir, de F(x) = In|x]|.

44 En una integral hacemos el cambio de variable e* = t. ;Cual es la expresion
de dx en funcion de ¢?

eX=t - x=Int - dx=%dt
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45 Comprueba que: I dx = InJsec x + tg x(O+ k
c
1

Tenemos que probar que la derivada de f(x) = In|sec x +1g x|+ k es f/(x) = .
cos x

1+ senx

Derivamos f(x) = lnﬂﬂ + k:
cos x
2 2

cos? x + sen x(1 + sen x) COS“ X + sen x + sen- x
2
cos* x cos x
S =
1 +sen x 1+ sen x

cos X

1+senx _ 1
(1 +senx) cosx  cosx

1

—————dx=mlmg xO+k
sen x cos x

46 Comprueba que: J’

Tenemos que comprobar que la derivada de la funcion f(x) = In|tg x| + k es

1) = 1

Sen X cos x

Derivamos f(x):

i) = cos?x _  1/cos’x  _ 1
19 X sen x/cosx  Sen x cos x

47  Sin utilizar calculo de derivadas, prueba que:

F(x) =

y G(x) = —x*

+ x4 1+ x4

son dos primitivas de una misma funcion.

Si F(x) y G(x) son dos primitivas de una misma funcién, su diferencia es una
constante. Veadmoslo:

=1

F(X) - G(x) = —1L 4_( —X

4 )_1+X4
1+x 1+ xt

B 1+ x4
Por tanto, hemos obtenido que: F(x) = G(x) + 1

Luego las dos son primitivas de una misma funcion.

48 Sean fy g dos funciones continuas y derivables que se diferencian en una
constante. ;Podemos asegurar que f y g tienen una misma primitiva?

No. Por ejemplo:

[ =2x+1 - F(x)=x2+_x+/e%

g =2x+2 - G =x%+2x+c[
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fx) vy g(x) son continuas, derivables y se diferencian en una constante (pues

[ = gl - 1.

Sin embargo, sus primitivas, F(x) y G(x) respectivamente, son distintas, cuales-
quiera que sean los valores de k y c.
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49 Para integrar una funcion cuyo denominador es un polinomio de segundo
grado sin raices reales, distinguiremos dos casos:

a) Si el numerador es constante, transformamos el denominador para obte-
ner un binomio al cuadrado. La solucion sera un arco tangente:

dx -
Ix2+4x+5 (x+2)2+1
(Completa la resolucion).

b) Si el numerador es de primer grado, se descompone en un logaritmo ne-
periano y un arco tangente:

(x+5dx _1¢ 2x+10 20+2 o1 8 dx
Ix2+2x+3 2 x2+2x+3 ZJ-x +2x+3 2) x2+2x+3

(Completa su resolucion).

a)I dox =I dux =arciglx+2) +k
X%+ 4x + 5 (x+272+1

(x+dx _ 1 2x + 10 2x + 2 1 8 dx
"f 2] HSTreea] e
x2+2x+3 2 x2+2x+3 "2 x2+2x+3 2) x2+2x+3

1 dx
— 2+ 2x+3) +4f—4X -
2 I(x+1)2

%ln(x2+2x+3)+2'r(d—x =

X+_1)2+1
V2

L2+ 2x+3)+ 2\/5-[' (V2) dx =
2 (x+ 1)2+ 1

L2+ 26+ 3) +2v2 ozrctg(X+1)+/e
2 V2
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50 Observa como se resuelve esta integral:

I= x—”dx
Ix3+2x2+3x
x3+2x2+3x=x(x%2+2x+3)

. < - + A +
La fraccion se descompone asi: — X+*1 A4, Bx+C
X x2+2x+3

x3+2x2+ 3x

Obtenemos: A = B=— C=

1
3

Sustituimos: I = d - = dx
3 x2 +2x+3

(Completa su resolucion).

1 1
3’ 3’

Completamos la resolucion:

-= d—— dx =
3 x2+2x+3

=—ln|x| _2x=2 dx——ln|x| 2x+2-4 g
6 x+2x+3 3 6 x2+2x+3
=—ln|x| _2x-2 dx+2 _dx O
6 x2+2x+3 3 x2+2x+5
=lln|x|—lln(x2+2x+5)+ ﬁarctg(X+1)+/e
3 6 3 V2
® (Ver en el ejercicio 49 apartado b) el cilculo de Id—x)
x2+2x+3
51 Resuelve las siguientes integrales:
2
)sz 2x=1 gy b)J' 1 ax C)J.—x *3x+8 g
x3+x x3+1 x2+9
) J’ 20+ 10 4y S} J'#dx ) dx
a2+ x+1 x2+3x+4 (x+1)2(x2+1)

U e) Multiplica numerador y denominador por 4.

a).[x + X :IX(Z;Z—+1D w

Descomponemos la fraccion:

_2x=1 _ A, Bx+C _ A?+ 1) +Bx’+Cx
x(x2+ 1) X x2+1 x(x2+ 1)

2x—1=Ax%+ 1) + Bx*+ Cx
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Hallamos A, B y C:

xX=0 - -1=4 g 4--1
x=1 - 1=24+B+C - 3=B+C [0 B=1
x=-1 & 3=24+B-C > -1=B-CH C=2

Por tanto:
J'z.x—]. d I( + x+ 2 )dx:
X3+ x xZ+1

=Iidx f dx+2I
X x2+1 x2+1

=—In|x| + ? x>+ 1D +2arcigx+k

b) I dx = dox
x3+1 (x+ D> —x+1)
Descomponemos la fraccion:

1 - A4 , _Bx+C

(x+Dx?-x+1) x+1  x2_x+1

- A?—x+ D +Bx(x+ 1D+ Clx+1
x+D2—x+1

1=Ax?—x+ 1D +Bx(x+ 1D +Clx+1)

Hallamos A, B y C:

x=-1 - 1=3A — A=1/3E
x=0 — 1=A4A+C — C=2/3|:|
x=1 - 1=A+2B+2C > B=—1/3E
Por tanto:
1 2

U oo (23 s (3 3 g
3+ x+1 x?—x+1

=—ln|x+1|——J' : =
—x+
=—ln|x+1| 6_[ zxxfl dx =
= —In|x+1| éjlif_;:?dx_
=—ln|x+1| 2 el N S
6 x?-x+1 xc—x+1
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-1 e L dx
3ln|x+1| 6ln(x x+1)+2J- B
2 4
1 1 1 4/3
=§ln|x+l|—€ln(x2—x+ 1)+7J-de=
V3
_1 1, 00 V3 23 _
5ln|x+1|—6ln(x x+ 1+ —= 3 —(2x11)2+1 dx
V3

=%l”|X+1|—%ln(x2—x+ D+ % arctg(zgi/;l)+/e

2
o [XET2XTO +SX+8dx= (1+Sx )dx X+ 3% gx— dx _ _
x*+9 x*+9 x*+9 x*+9

B 1/9 e =
2.[ x% + 9 (x/3)? + 1

= +—l 2+ — arct, + k
=x n(x=+9) — 3arcg(5)

d)J- 2x + 10 dx:J'2x+1+9 dx:J‘ 2x + 1 dx+9J' 1 d =
x2+x+1 x2+x+1 x2+x+1 x2+x+1

= In(x? +x+1)+9I( ax
2 4

x+—) 3

23 B
= In(x? +x+1)+6\/3j'—(2x+1) . dx =

V3

= In(x2+x+1) +6V3 arctg(zpi;l) + R

3
2 8
e)f———dx=| ———dx=| —— =
Ix2+3x+4 4x% + 12x + 16 I(2x+5)2+7
(a8 VT N7
(inS) ‘1 7 2 (2xi3) i1
V7 V7
= 4\7/7 arctg(zf/+3)+/e
7
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ol dx
e+ D22+ D
Descomponemos la fraccion:

1 __A ,_ B . Cx+D

x+ D22+ x+t1  (x+ 1)2 xz+1

1=Ax+ D2+ D+ B2+ D+ Cx(x+ D2+ D(x+ 12
Hallamos A, B, C' y D:

x=-1 - 1=2B - B=1/2 A=1/2
x=0 - 1=A+B+D B=1/2
x=1 o 1=4A+2B+4C+4D C=-1/2
x=-2 - 1=-54+5B-2C+D D=0

Por tanto:
.[ dx =.[( v2 o121 x|\
e+ D2 (x2+ 1) x+1  (x+1D? 2 x2+1
-1 N SR B WO
2Zn|x+1| TOTE 4ln(x +1D+k

PARA PENSAR UN POCO MAS

52

Se llama ecuacion diferencial de primer orden a una ecuacion en la que, ade-
mas de las variables x e y, figura también y' Resolver una ecuacion dife-
rencial es buscar una funciéon y = f(x) que verifique la ecuacion propuesta.

Por ejemplo, la ecuacion x y% + y'= 0 se resuelve asi:

d
y'=—xy* —y=—xy2 - dy=-xy*dx

dx

Separamos las variables:

d d

—32; =—xdx - J'—JZ) =J’(—x) dx

y y

2
Lo XLy 2
y 2 x?-2k

Hay infinitas soluciones.

Busca la solucion que pasa por el punto (0, 2) y comprueba que la curva que
obtienes verifica la ecuacion propuesta.

e Buscamos la solucién que pasa por el punto (0, 2):

2 o 2=-2 0 _4k=20 k==L
x% =2k —2k 2
2

x2+1

y =

Por tanto: y =
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e Comprobamos que verifica la ecuacion xy? + ' = 0:

2
xy2+y,=x( 2 )_ 4 _ 4 dx
x2+1 (x? + 1)2 2+ 12 (k2 + 1)?
_ 4 4x

(x? + 1)? (x? + 1)?

53 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)yy'—x=0 b)y?y'—x%=1 Ay —xy=0
Ay Vx-y=0 e)y'e¥+1=e* Hx?2y'+y2+1=0
Ay —x=0

y’=£ g b _x U ydy=xdx 0O J'ydy=J'xdx

Yy X )

2 2

L X sk O pP=x?e2k

2 2
b)yzy/ xz_l

,_ 1+ x?2 dy _ 1+ x? 2 _ 2
y'= > O ol e O y dy=~10+x°dx

3

3
J'y2dy=I(1+x2)dx O y? x+%+/em

O p=3x+x3+3k O y=V3x+xd+ 3k

QY —-xy=0

Y =xy O d—y=xy g d—y=xdx a J'd—y=J'xdx
dx Y Y

2 2
n|y| = X?Jr/e O |y|=e@72+k
Dy Vx —y=0

y=2 g &_2Y g d_d& g Id_y= ax
Vx dx  x y y Vx

Iyl =2Vx +k O |y|=e2Vx+k

ey eV+1=e"

y,=ex—1 0 dy _e*—1

eV dx ey

eVdy=(Ee*-1Ddx O J'ey dy = J’(e"— D dx

eV=e*—x+k O y=hE*-x+hk
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H a2y +y?+1=0

12 _ 2 B
Y= 1-9" dy _A+y9 o b _ZLl g
X2 dx x2 1+92 x?
dy -1 1

=|—dx O arcigy=—+%k
1 +y? _Ixz 8V %

1
=tg|=+k
vt o)
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